= *
S pS| 601. Les exercices a rédiger

Corrigé

Mz’neﬁs— Télécom

Soit (X;)1<i<n des v.a. telles que X; — A(p) et indépendantes entre elles. On pose S, = Z X;.
i=1

o Donner 5 (5 v (5).

(b) Montrer que P <‘i” _p’ > 5) < IM

ne2

S
- p‘ > 5>. Donner la nature de Y uy,.

1
¢) On pose u, = ——P
(c) On pose u In%n ( n

Exanivateur Trés coof avec qui jai pu discafer, ef qui acquiesce (orsque cesT jusfe,

Corrigé
601.2
cc-INP
On consideére :
1 _ e—nx
Il = ot am)

et I, = /1 fn(z)dz
0

(
(

a) Soit a € [0, 1]. Montrer que (fy,), converge simplement vers une fonction a déterminer.

b) A-t-on convergence uniforme pour certaines valeurs de a 7

)
)

(c) Soit a € [0,1]. Montrer que I,, est bien définie.

(d) Soit a € [0, 1[. Montrer que (I,), admet une limite. La calculer.
)

(e

Examinalrice réaclive wiais qui découvrail (e sujel en wiémte Temps que wroi, Elle wiarquait vie son asseulinmtent ou sa réprobation, Pas dhorloge davs (n
salle. peu de brouiflons fourtis el pas de bouchons doreilles fournis, [es deux sujels dexercices wfonl éfé donés au déhut de (a préparafion,

(I,,)n admet-elle une limite pour a =17
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S pS| 601. Les exercices a rédiger

Corrigé

Mines-Ponts
Soit (fn)n une suite de fonctions continues de [0, 1] dans R, telle que :

fo=1letVneN* fopi(z)=1 +/ fult — %) dt
0

(a) Montrer que les f,, sont polynomiales.

(b) Montrer que (f,), converge simplement. On note f sa limite. Montrer que, pour z € [0,1],
flx) <e”.

(c) Montrer que Z fn41— fn converge normalement, et en déduire que ( f, ), converge uniformément.
(d) On note f la limite de (f,),. Montrer que f est C' et vérifie :

va € (0,1, f'(z) = f(z —2?)

Exantivalear Trés agréable, qui donvte des indicalions pour wieflie sur (n hovie voie, J[ invilail o passer i je vie savatis pas répondre,

Corrigé

Mines-Ponts

Soit « € R et :
1 « a
a 1 oo
M, = . € Mn+1(R)
. ‘- .- a
a o« o e a 1

(a) Est-ce que M, est diagonalisable ? Donner son spectre.

(b) Soit E un espace euclidien de dimension n. On considére uy, ug, ..., u,4+1 des vecteurs distincts
de E de norme 1, et tels que pour tout i # j :

(Ui, uj) = o
Déterminer o.

(c) Montrer existence des vecteurs précédents.
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S pS| 601. Les exercices a rédiger

Corrigé

Pour n € N*, on note :

Centrale 1

1 + sin(27nz)
fnl@) = 1+ n2a2

(a) Montrer que la suite (fy,)nen+ converge simplement sur R . La convergence est-elle uniforme ?
(b) Donner 'allure du graphe de f;.

(c) On note, pour € €10,1], A, = f~([e, +00]) et up = 14
Montrer que u,, est continue par morceaux.

(d) s fote

n*

Corrigé

Mines-Ponts
Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parameétre A > 0.

1 [t
(a) Montrer que P(X < n) = / e 't dt.
A

Tl
—+o0
/ et dt
A

(c) A laide de la fonction génératrice de X, calculer la probabilité que X soit paire.

(b) En déduire un équivalent de :

(d) Soit Y suivant une loi uniforme sur {1,2}. Calculer la probabilité que XY soit paire.
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601. Les exercices a rédiger

Corrigé

cc-INP

Soit X et Y deux v.a. indépendantes telles que X < Z(A) et Y — Z(u). Onnote Z = X +Y.

(a) Montrer que Z < 2\ + p).

(b) Trouver la loi de X sachant (Z = n).

Corrigé

On s’intéresse a :

Upt+1 = Up + 2vp, — wy
Unt1l = —Up +4v, —wy
Wpt1l = —Up + 20, +wy
Up,
et on note X,, = | v,
Wn,

(a) al. Donner A € M3(R) telle que X, 11 = AX,,.

a2. Exprimer X, en fonction de A, X et n.

(b) A est-elle diagonalisable ?

cc-INP

(c) Donner les sous-espaces propres de A et trouver une matrice triangulaire 7' semblable a A.

Exprimer la relation liant A et T'.

(d) Donner I'expression de X, en fonction de n et des matrices précédemment construite.
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Corrigé
cc-INP
On considere :
1 2 . n
2 0 . 0
A =
n 0 ... 0
(a) Donner rg(A) et dim Ker A.
(b) Est-ce que A est diagonalisable ?
(¢) Quelle est la multiplicité de la valeur propre 07
(d) Montrer qu’il existe A > 1 tel que Sp(A4) = {0,\, 1 — A}.
(e) Donner un polynéme annulateur de A de degré 3.
Exaninatear froid, ora( en Tolale aufonomi,
Corrigé
601.10
cc-INP

On considere :
too gt
F(z)= ——dt
(z) /0 1+1¢2
(a) Déterminer le domaine de définition de F'. Calculer F(0).

(b) Montrer que F' est continue sur [0, +ool.
Montrer que F' est de classe C? sur |0, +ool.

(c) Montrer que est solution d’une équation différentielle linéaire (F).
(d) Résoudre (H), équation homogene associé a (E).
(e) Montrer que la fonction suivante est solution de (E) :
G(z) = ...
Jai oubfié [expression de G,
(f) Dautres questions von Traifées,
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Corrigé

On considere :

Mines-Télécom

(a) Donner Dy.
(b) Calculer f(1).

(¢) Montrer que f(z)+ f(zx+1) = é

(d) Déterminer les variations de f.

(e) Trouver un équivalent en 0.

Corrigé

On consideére :

Mines-Télécom

10 0 0
1 000
A_l()OO
11 11

Donner le rang et 'image de A. Est-elle diagonalisable 7 Donner les dimensions de ses espaces propres.

Etudiant 1 : Cofewr pénible qui Te prend pour un sup vedadl de découvrir (e cours alors que (es deux exos somT fuisables en 5 pivafes,
Etudiant 2 : Examivaleur qui ve Te (nisse pas parler et Te coupe (n parole sans arrél, ][ a inventé (a ofion o éqm’vn(eme par rang..
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Corrigé

Mines-Ponts

On note T}, le nombre de partitions (non nulles) d’un ensemble & n éléments. On convient que Ty = 1.

(a) Trouver T, To, T;.

n
n
(b) Montrer que, pour tout n : Ty, 41 = Z ( )Tk.
k=0

(¢) En déduire que T;, < n'.

(d) Montrer que le rayon de convergence de Z %x” n’est pas nul.
nz0
(e) Calculer Ji:.o &x”
“— nl )
Exantivleur qui aide el guide si o1 W'y arrive pas,
Corrigé
5 Mines-Ponts
Soit Z = {z1, 22, 23} de cardinal 1, 2 ou 3. On note P = H(X — 2k).
k=1

(a) Montrer que Z C P~1({0}).

(b) Trouver a et b tels que P = X3 — aX? + bX — 22923.

3
(c) En utilisant les deux questions précédentes, exprimer A = Z zi’ — 3212923 en fonction de a et b

k=1
uniquement.

(d) pas e (e Tenps,
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Corrigé
601.15
Centrale 1
Soit I =[0,27] et z € C tel que z # 0 et |2| < 1.
(a) Montrer que t — |z — e%| ne s’annule pas sur I.
1— 2
Que dire quant a la continuité de f : ¢t +— & /
|2 — eit|2
(b) Montrer que la famille (¢ +— 1, +— e ¢t — e~%) est libre.
(c) Montrer qu’il existe un unique couple (c, ) € C? tel que :
o B
A7 t)=—1 - :
 F() T e Tz
Je crois..,
1 2
(d) Montrer que — f(t)dt =1.
2w 0
Corrigé

Soit E = K,[X] ou n > 2. Pour P € FE, on note :

Mines-Ponts

fPy=P-P
(a) Montrer que f est un endomorphisme de E.

(b) Montrer de deux manieres différentes que f est un automorphisme de E.

(c) Soit @ € E. Trouver P tel que Q = f(P).
Indication : calculer les dérivées successives de Q.

(d) En déduire la matrice de f~! dans la base canonique.
(e) f est-elle diagonalisable ?
(f) .

Lexantinatear [aissait des Tenps de réflexion avanl de donver des indications pour avavcer. [ wie (wissail (e choix du Tentps ool [avais besoin pour ces
réflexions,
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Corrigé

Déterminer la limite, pour n — 400, de :

+oo 7(x+l)n
0

Mines-Ponts

Corrigé

Soit X7 et X9 deux v.a. & valeurs dans C.

Mines-Ponts

(a) Rappeler la définition de « X; et X5 sont indépendantes ».

Dans la suite de l'exercice, on suppose qu’elles le sont. Pour & = 1,2, on note Uy = Re(Xj) et

(b) En précisant le théoréme utilisé, montrer que :

e Uy et Us sont indépendantes.
e Vi et V5 sont indépendantes.
e Uy et V5 sont indépendantes.

e 11 et Us sont indépendantes.
On définit deux méthodes :

M :3E(Re(X)), IE(Im(X))
Mz 3E(]X])

(c) Montrer que M; <= Mas.

(d) On pose E(Xy) = E(Ug) +iE(Vy). Montrer que E(X1X2) = E(X1) - E(X3).

Examinateur Tres sqmpathique qui wiaidait wmémte Trop : en donvanl un indice, i Aarvivai plus i Sarréler ef donmiail TouT (e raisomventent jusqu'a (n
solulion sats que fai (e Teatps de parer.
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Corrigé
601.19
Centrale 1
2 ([ sin ("—t) ?
(a) Démontrer I'existence de / - % dt.
0 Sin (5)

(b) On consideére (ay,), une suite telle que a,, > 0 pour tout n, et > a,, converge. On note :

up ¢ 0,20 — R
. 2
o (sin(®)
2m™n sin(%)

—+o00
Montrer que f(t) = Z un(t) existe. Est-ce que f est continue ?
n=1

2
2m
) dt. En déduire I'existence de ft)de.

sin (%)

Exantiviatear syntpa, wiais (ora( Elail super bizarve : i élait 17h, dma(ue ois que javais w1 pelit problente, i{ wiaidail €l au fiva o0 a fini avec 5 whinules
davavice, (fais il a éfe cool, fai eu 79/20 mémte Si jai fail des erveurs de cafeu(.

2 : nt
(c) Calculer, pour n > 0, / (Sm (5)
0 0

Corrigé

Centrale 1

(a) On considere la famille de polynoémes de R,[X] (Lo, L1, ..., L) telle que :

Lk(i):{1 sii=k

0 sinon

al. Ecrire L; sous forme factorisée.

a2. Exprimer afL, le coefficient dominant de Lj, avec des factorielles.

(b) Ecrire de deux facons I'unique polynéme P de R,[X] tel que :

Vk € {0,...,n}, P(k) = k"

(c) Simplifier 'expression : Z (Z) kn(—1)n 7k,
k=0

Examtivaler Trés sqmpalhique qui aide 5i 04 palauge,
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Corrigé

Pour n > 1, on pose :

Mines-Ponts
fulx) = 2% —3nz +1
(a) Montrer qu’il existe un unique x,, € |1, 2[ tel que f,(z,) = 0.
(b) On note &, = x,, — 1. Montrer la convergence de (&,,)n>0-

)
)

(c) Donner un équivalent de &,,.
)

(d) Donner un développement asymptotique de z,, avec 3 termes.

Corrigé

Mines-Ponts

On considére une urne contenant N boules blanches et aucune noire. On effectue des tirages successifs.
A chaque tirage, on remplace la boule tirée par une boule de I'autre couleur. On note X,, le nombre
de boules noires a 'issue du n-iéme tirage.

(a) Donner les lois de Xy, X1, Xo.
(b) Montrer que F(X,4+1) =1+ (1 — %) E(X,,). e vie suis pas sir de (n pormtule,

(c) Encore deux quesTions von Traifées,
O pedt demavider : Déterminer la limite de F(X,,) lorsque n — +oo.
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Corrigé

Mines-Télécom
On dispose d’une piece équilibrée et d’une urne contenant une boule blanche. On répete 'opération

suivante :
e sion fait face, on ajoute une boule noire dans 'urne;
e si on fait pile, on tire une boule dans 'urne et on arréte les tirages.
On note X la v.a. du rang d’arrét de ’expérience.
(a) Déterminer la loi de X.

(b) Quelle est la probabilité de tirer une boule blanche apres le dernier lancer ?

Corrigé
601.24
cc-INP
On note E I'ensemble des fonctions f continues sur ]0, 1], telles que f(t) = .2 (1).
—
(a) Montrer que :
1
()= [ foatoar
définit sur £ un produit scalaire.
1
(b) Justifier I'existence et calculer / In(t)t" dt.
0
(c) On note F' I'ensemble des fonctions affines sur |0,1] : F' = {x — ax + b, a,b € R}.
Déterminer le projeté orthogonal de x +— xlnx sur F.
(d) Calculer Inf {||z — zIn(z) —ax — 0| }.
a,beR
Examivalrice Sympa avec 4 personve avanl wioi, wiais heaucoup wioims avec moi, (aide pas eTfmT douTer,
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Corrigé

Mines-Ponts
On note E l'ensemble des fonctions lipschitziennes de [0, 1] dans R et, pour f € E, K(f) le plus petit
k € R tel que f soit k-lipschitzienne.

a) Montrer que E est un espace vectoriel.

(
(b) Montrer l'existence de K(f).

)
)
(¢c) Montrer que toutes les fonctions polynomiales sont des éléments de F, et donner K (P).
(d) L’application K : E — R, vérifie-t-elle les axiomes d’une norme ?

)

(€) Non Traifée, i y avail uve Méga(fl’? it wontrer puis monlier que W ou a(ue(a’ue chose comtnte ¢a o{ivergemT,
O pedt proposer : On consideére maintenant que E est 'ensemble des fonctions lipschitzienne sur [0, 1]
qui s’annullent en 0. Comparer || - || et K. Sont-elles équivalentes ?

Corrigé

Soit A € M32(R) et B € M3 3(R) telles que :

Mines-Ponts

g8 2 =2
AB=|2 5 4
-2 4 5

(a) AB est-elle diagonalisable ?
(b) Quelle est la dimension de Ker(BA — 913) ?
(¢) Que dire de BA?
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Corrigé
601.27
cc-INP
Soit ¢ continue sur I = [—a, a] telle qu’il existe ¢ > 0 telle que, pour tout z € I :
o(x)] < clz|

On cherche f continue en 0, telle que f(0) =0, et :

X

el f(@)~f(5)=¢l@) (E)

(a) Etablir la convergence et la continuité sur I de Z ® (2%)

(b) Est-ce que sa somme est solution de (E)?

Montrer que la différence de deux solutions est nulle.

(c
(

d) En déduire '’ensemble des solutions.

)
)
)
(e) On suppose que ¢ est de classe C1. Montrer que f est dérivable.

Examtivalrice 57n4p«m:‘a[ue qui aisse avanicer dle qui demtavde si o1 veu retravaifler sur uve quesTion ou avoir une indficaTion,

(e pas hésiler o répéfer ses JusTificalions car (es exaninafeurs pont dautres choses en wiénte Tentps (évalualion, (ecture du /'oumu(, 5lwppiv17 sur infervet,,),
(e pas se (aisser intpressionvier par ces comporTentents alypiques, qui differenl o unt candial i (auTre,

Corrigé

Soit A € M, (R) ou n > 3, telle que :

cc-INP

A3 +9A4=0 (1)
(a) Montrer que Sp(A) C {0, 3i, —3i}.
(b) Est-ce que A est diagonalisable dans M,,(C)?

(c) Est-ce que A est diagonalisable dans M,,(R) ?

)
)
)
(d) Montrer que, si n est impair, A n’est pas inversible.
(e) Montrer qu’il n’existe pas A € S, (R) vérifiant (1).

)

(f) Question honus : dans le cas ou n est pair, donner une matrice A vérifiant (1).

Premier oral, dfonc je vie savais pas Trés bien comment parter, ][ se pedt que fai &lé un peu relaché, commte en cofle, wais ga vla pas e (air de (avoir
a{émrlgé,

|4I4| http://psietoile.lamartin.fr 2023'2024


http://einexau.cluster028.hosting.ovh.net/site/math/niveau1_50_etudiant.pdf
http://einexau.cluster028.hosting.ovh.net/site/math/niveau1_35_etudiant.pdf
http://psietoile.lamartin.fr

= *
S pS| 601. Les exercices a rédiger

Corrigé

On considére la suite (a, ), définie par :

Mines-Ponts

ap >0etVn €N, apt1 =In(l + ay)
(a) Justifier Pexistence et la convergence de la suite (ay)p.

(b) On consideére la série entiere g apx”. Déterminer son rayon de convergence, noté R.
n>0

(¢) Etudier la convergence de la série pour = —R.
(d) Donner un équivalent de a,, pour n — +oo.

(€) Yve aufre quesTion vion Traifée,

Corrigé

Mines-Ponts

On considere des v.a. a valeurs dans N, mutuellement indépendantes N, X1, Xo,..., Xy,.... dont les
X; sont toutes de méme loi. Pour w € €2, on pose :

(a) Montrer que Y est une v.a.

(b) Calculer l'expérance de Y en fonction de E(X) et E(N), en justifiant son existence.

2023'2024 http://psietoile.lamartin.fr |5I4|


http://einexau.cluster028.hosting.ovh.net/site/math/niveau2_40_etudiant.pdf
http://einexau.cluster028.hosting.ovh.net/site/math/niveau2_51_etudiant.pdf
http://psietoile.lamartin.fr

(<]
(]

601. Les exercices a rédiger

Corrigé
601.31
cc-INP
Soit X,Y deux v.a. a valeurs dans N, et p € ]0, 1], telles que :
n\ 1
—p(l—p)" sik<n
P(X =kY =n) = (k:) onPL = P)
0 sinon
(a) Déterminer la loi de Y.
(b) Donner le developpement en série entiere de . Montrer que :
—x
L
— k (1 _ x)k—i—l
et en déduire la loi de X.
(c) Est-ce que X et Y sont indépendantes ?
Corrigé

On note, pour n € N* :
o Arctan(n + x)

Ll A

(a) Montrer que I, est bien définie.

(b) Déterminer la limite de I, lorsque n — +o0.
+00 1
(¢) En posant t = \/z, calculer ——dxz.

o Vz(l+z)
(d) Non Traitée,
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Corrigé
601.33
Centrale 1
Pour n € N, on pose :
r . 9
2 sin”(nx
I, :/ —_— (2 )dw
0 S~ xr
(a) Justifier 'existence de I,, pour tout n.
2
(b) Démontrer que, pour tout t € [0, %], sint > ;t.
(c) Démontrer que :
lim Ij _ /+00 (sinu) du
n—-+oo N 0 u
(d) (fte aulre quesfion non Traifée,
Corrigé

Soit E un espace vectoriel, f et g deux endomorphismes de E.

Mines-Ponts

(a) Montrer que toute valeur propre non nulle de f o g est valeur propre de g o f.
(b) Montrer que, si E est de dimension finie, toute valeur propre de f o g est valeur propre de go f.

(¢) Soit E=R[X], f: P— XPetg: P+ P O est-elle valeur propre de fog? de go f? Qu’en
conclure ?
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Corrigé
601.35
cc-INP
On cherche a résoudre ’équation différentielle :
P(1—a)y —e(l+a)y +y=0 (H)

+o0
On cherche les solutions développables en séries entiéres sous la forme f(x) = Z a,z" et on note r

n=0

le rayon de convergence.

(a) Montrer que f est de classe C? et donner f’ et f”.

(b) Déterminer (by,), telle que :
+o0o
221 —xz)f"(z) —x(1+2)f (z) + f(z) = ao + Z bp(an — ap—1)x"
n=2

(c) Déterminer une relation de récurrence satisfaite par (a,)n.

(d) @uestion von Traifee,
O pedt demtander : Expliciter les solutions de (H) qui sont développables en série entiére et préciser
le rayon de convergence.
Résoudre (H) par la méthode de Lagrange.

Corrigé

On fixe ag, a1, ..., a, des réels. Pour P,@Q € R,[X], on note :

cc-INP

(P,Q) =Y P(ar)Q(ax)
k=0
(a) A quelle(s) condition(s) définit-on ainsi un produit scalaire ?

On note F' = {P € R, [X], zn:P(ak) = 0}.
k=0

(b) Déterminer I'orthogonal de F.

(c) Quelle est la distance de X™ a F'?
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Corrigé

On considere :

Mines-Ponts

“+oo
S x»—)Z(—l)”ln <1+ nj—l)
n=0

(a) Montrer que S est définie et continue sur R.

b) Montrer que S est de classe C! sur R, et :
( +

S(x) ~ In(2)z

z—0t

(¢) Montrer que S(z) —— +o0.
Tr——+00

Examtivialeur Trés sqnipa qui (Mr{e beaucoup pour wieffre en confiance, ][ mavail prévenu que (n derviicre a[uesﬁm éﬁarlTa{:fﬁtl’(e el mi'a bien aigé o [ faire,

Corrigé

Centrale 1

(a) Soit M, N deux matrices carrées complexes semblables et P € C[X]. Montrer que P(M) est
semblable & P(N).

(b) Soit (By), une suite de matrices qui converge vers B. On suppose que, pour tout n, B, est
semblable & A et que A est diagonalisable. Montrer que B est semblable a A.

(c) Est-ce toujours vrai si A n’est pas diagonalisable 7
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Corrigé

Mines-Télécom

Soit (U, V) un couple de v.a. indépendantes et suivant la méme loi binomiale de parametres (2,1/2).
(a) Soit T = (U —1)2 + (V —1)2. Donner la loi de 7.
(b) Soit S=(U—-1)(T"—1)+1.
bl. Calculer E(T(S —1)).
b2. Donner la loi de S.
b3. Calculer Cov(S,T).
b4. S et T sont-elles indépendantes ?

Exantivalear sympalhique, qui done des indicalions assez rapidentent ef wia oonné (a oi de S apres wiavoir demtandé (n méthode, pour pouvoir finir
[exo,

Corrigé

cc-INP
(a) Chercher u, solution polynomiale de I’équation différentielle :
(Eo) = 2*y" =2y =0

(b) En posant y(x) = u(z)z(z), déterminer une autre solution de (Ep) sur R*.

(c) Résoudre sur R* :
(E) : 2% —2y =23

(d) Résoudre (F) sur R.
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Corrigé
601.41
Centrale 1
On considere : 5 ging
/ MMrPat sia #£0
F:x— o t
0 siz=0
(a) Montrer que F est développable en série entiére, et donner son développement.
(b) Montrer que :
z oo 2n+1
2 ; 0 (—1)"x
R ize?ydt | = = —
¢ (/0 exp(ize™) ) 2 nz:% @n+1)(2n+1)
+0o0o o
t
(¢) Donner la valeur de / % dt.
0
Corrigé

Soit A, B € M, (R) telles que ABAB = 0. Est-ce que BABA =107

Mines-Ponts
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Corrigé

Soit f € C°(R4,R) bornée et :

Mines-Ponts
o0

L:zxzw— f(t)e ™ dt
0

(a) Montrer que L est de classe C! sur R.

(b) Montrer que L(z) —— 0.
r—+00

(c) Donner un équivalent de L(x) au voisinage de x — +o00, dans le cas ou f(0) # 0.
(d) On suppose dans cette question I'existence de L(0). Montrer que L est continue en 0.
(€) Question oubfice,

Examinatear qui (nisse faire 5i on y arrive ef qui aide si o lz{oa(«e u peu,

Corrigé

Centrale 1
Soient n et N des entiers tels que 1 <n < N.
Soit une urne contenant N boules numérotées de 1 a N.
On tire de maniere simultanée et uniforme n boules.
On note X la variable aléatoire donnant le plus grand numéro de boule obtenu.

(a) Déterminer la loi de X.

N
k N+1
(b) Montrer que kZ: <n> = <n+ 1>.

(¢) En déduire E(X).
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Corrigé

cc-INP
Pour n entier, on pose :

(a) Montrer que (ay,), converge, et déterminer sa limite.

+o0o
(b) Montrer que Z(—l)"an existe.

n=0
(c¢) On étudie ) a,a™ et on note R le rayon de convergence.

1

cl. Montrer que, pour tout n, a, > .
n+1

c2. En déduire la valeur de R.

c3. Montrer que, pour tout n, (2n + 3)an+1 =1+ (n + 1)ay,.
+oo
c4. Trouver une équation différentielle d’ordre 1 dont f : = +— Z a,x" est solution.

n=0
(d) (uestions honus : comment résoudre I’équation différentielle 7 Le faire.

Beaucoup de calcu(s : wion Tabfeau élaif répugpant, surToul au wionten de Trouver (équadff.
Exantivlrice qui aide heaucoup (t)rﬂ(«e (o1 l;(oa{«e, Elle éfait Tres bavarde,

Corrigé

Mines Télécom
Déterminer une matrice M € M3(R) telle que :

01 1
M2 =11 0 1
110

Exantivialear Trés agréal;{e et sourianl, J[ n'hésitail pas a mie confirnter wies iées, Jai Tiré au sort wion suje,
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Corrigé

O ous donvte, en has du sujel, (e Théorewte de (peiersTrass,
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, f : F — R continue telle que f(z)

Mines-Ponts

b AN 3 .
c’est-a-dire :

VAeR,JReR, Vz € E, ||z|| >R = f(x) > A
(a) Montrer qu'il existe R tel que :
Inf{f(z),z € E} = Inf{f(x), ||z < R}
On pourra utiliser A = f(0) et le R associé.
(b) Montrer que f admet un minimum sur E.
(c) Soit f : [a,b] — R bornée (mais pas nécessairement continue) et F' = R, [X].

cl. Montrer qu'il existe P, € F tel que ||f — Py||co est minimale.

c2. Quelle hypothese pour avoir la convergence uniforme de (P,),, vers f 7

Condiions spéciales car je viavais plus de voix pendavil (es (fines, donc jai chuchoté pendanil Tout (oral, [“exantialeur a éfe qentll ef sest rapproché pour
que Je v force pas, Sivon, exantinateur pluTil présedt dans (oral, ef qui nisse (e Tewtps de répléchir ef de faire un raisonventent complef,

Corrigé

Centrale 1
On note (-, ) le produit scalaire usuel sur R"™. Pour f endomorphisme de R"™, on note :

1(f) = Tm(f — 1dgn) et K(f) = Ker(f — Idg)
(a) On suppose f € O(R™) et F' sous-espace vectoriel de R™. Montrer ’équivalence :
F est stable par f <= F* est stable par f
Question supplémentaive : que dire ici de (F+)*L?
(b) On suppose f € O(R™). Montre que K(f) et I(f) sont supplémentaires orthogonaux.

(c) Soit (i1,...,1u,) une famille libre de p vecteurs de R™. On note sy, la réflexion par rapport a
I'hyperplan Hy, = (Vect(ﬁi))L. Montrer que :
I(Sa‘l o---0 Sa‘p) = Vect(ﬁl, ce ,’L_[p)

Indieaion : récurrence et passage a I'orthogonal.

Examinalrice Trés sévere de visage. Llle mia Tendu (o wiain eq arvivanl, donc fai paviqué ef jai voulu ui server n wiain ; efle voulai juste (a convocaion.,
A fival. fai plafl bien réussi (exercice donc efle n'a presque pas par(é de (infervoqalion, sauf pour ooaver de pefiles indfcalions,
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Corrigé

On considere :

Mines-Ponts

1
(a) Montrer que v, ~ n/ e u du.
0

(b) Trouver un équivalent de wu,,.

Corrigé

Soitn>2et f: Mp(R) — Myu(R) .
M — M"

Mines-Ponts

(a) Déterminer x; avec le minimum de calcul possible.

(b) bl. Soit a, B € R tels que af + BId x4, ry = 0. Montrer que a = 3 = 0.
b2. Déterminer {P € R[X], P(f) = 0}.

(c) On pose S =S, (R) et A= A,(R). Pour g endomorphisme de M, (R), montrer que :
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Corrigé

cc-INP
On a une piece qu’on lance plusieurs fois. On note X la v.a. associée au rang pour lequel on a la
séquence « pile, face » pour la premiere fois. On note Y la v.a. associée au rang du premier « pile ».

(a) Trouver la loi conjointe de (X,Y).
(b) Donner la loi de X.

(c) Calculer E(X).

Corrigé

cc-INP
On note, pour x € R et n € N* :
_ In(1+ n?z?)
un(@) = n?In(1 +n)

(a) Déterminer le domaine D de convergence de Y uy,.

+oo
Pour x € D, on note S(z) = Zun(:v)
n=1

(b) Montrer que S est continue sur D.
(c) Etudier la convergence uniforme de S u/,.
(d) Montrer que S est de classe C! sur D.

Exantivileur qui veste vedlre, mais qui mponlre (e droil chemtin 5i (on sécarte Trop.
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Corrigé

cc-INP
Soit (X,,)n une suite de v.a. mutuellement indépendantes et suivant toutes la méme loi Z(p). On note
Yo = 5(Xn + Xny1)-

(a) Enoncer la loi faible des grands nombres.
(b) Les Y,, sont-ils indépendants ?

Yi+Yo+---4Y,
n

(c) On note M, = . Calculer E(M,,) et V(M,,).

(d) Question non Traitée, i{ faflait wrontrer e inéga(ité hiscornue,
p(1—p)(2n—1)
2n2e2 )

Gans doue : Montrer que, pour tout € > 0, P (|M,, — p| > ¢) <

Corrigé
601.54
cc-INP
Pour n € N*, on note :
1

(a) Justifier que f,, est intégrable sur [0, +o00]
+o0
On pose I,, = / fn(z)dz.
0

(b) Montrer la convergence de la suite (I,)pen+. Donner sa limite.

(c) Déterminer la nature de > (—1)"1, et de > I,,.
Indication : on pourra montrer que, pour x > 0, chx < e*.

(d) Quel est le rayon de convergence de > I,z™?

Exantivateur bavard avec (eque( ai pu diafoquer, @a wa mis en confiance durant (exercice,
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Corrigé

Centrale 1
(a) On consideére f : R — R telle que, pour tout z,y € R :
[f(x) = f(y)] < klz -yl
Soit @ € R et (uy), la suite de fonctions définie par :

up(z) = «

Vr € R, . * "
Uni1(2) = o + /0 F(un(t)) dt

al. Montrer qu’il existe M tel que, pour tout x :

kn n+1M
s (@) — wn ()] < T

a2. En déduire que (u,), converge simplement vers une fonction u dérivable telle que :

(b) question vion Traiée,

Examinateur qui donvie des indicalions wiais qui sewtble falioué o écouler des candicfals pour (e dernier jour de [a série 4

Corrigé

Soit n > 2 et A € M, (R). On définit ¢4 par :

Centrale 1

VM € My (R), pa(M) =AM — MA

(a) Montrer que ¢4 est un endomorphisme de M, (R). Montrer qu'’il n’est pas injectif.
Déterminer le rang de ¢4, ou :

A = Diag(1,2,...,n—1,n)

(b) Soit ¢ : Mp(R) — L(My(R))
B — ¢p
Montrer que ¢ est linéaire. Déterminer son rang et son noyau.

() Yve question non Traee,
Exaninatear passif. ]l a par(é deux fois Toul au plus, pour vie rien dive, (élait un peu dévoutan
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Corrigé

Mines Télécom

+0o0 1
On note f(x) = Z me*m.
n=0

Donner le domaine de définition de f.

(a
(

b) Montrer que f est continue sur son domaine de définition.

d

)
)
(c) Montrer que f est de classe C! sur |0, +o0|.
(d) Etudier la limite de f en +oo.

)

Et
Donner les variations de f.

(e

Corrigé

Mines Télécom

Soit w un endomorphisme bijectif de E espace vectoriel de dimension n, et M sa matrice dans une
base B = (e1,...,e,) de E.

(a) Montrer que M TM est symétrique et que ses valeurs propres sont strictement positives.

(b) Dautres questions que je nai pas faies,
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Corrigé

Mines-Télécom
On lance simultanément n boules identiques qui viennent se loger dans trois urnes. On note X la v.a.
du nombre d’urnes restées vides apres le lancer.
(a) Quelles sont les valeurs prises par X ?
(b) Que vaut P(X =2)7?

)
)
(c) Déterminer la loi de X.
(d) Calculer E(X).

)

(€) Encore uvte question sur uvte (imife o espéravce,
4ans doute : Limite de I'espérance lorsque n — +oo et interprétation.

Corrigé

cc-INP
Soit A € M,(C) et B = (0 0 > € M2, (C).

(a) Pour P € C[X], montrer que :

ra= (50 ) e (o )

(b) Donner le rang de B en fonction du rang de A.

(c) On suppose que A est diagonalisable. Montrer que B est aussi diagonalisable et donner ses
valeurs propres.
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Corrigé

cc-INP
Soit (an)n la suite définie par :

ag=—4, a1 =2, ag =4, apy3 = apy2+ ant1 —ap Vn € N
(a) Montrer que, pour tout n > 1, |a,| < 2"*1.

(b) En déduire que le rayon de convergence de > a,x™ est non nul.

400
(¢) cl. On pose S(x) = Zan;v". Montrer que :

n=0
S(z) = ...
fraction en 1, je ve e Souviens plus des coefficients.
c2. Montrer qu’il existe trois constantes a, b, ¢ telles que :

a b c

-1
S(x) +1—|—J;+(1—x)2+

1—2
(d) Donner I’expression de a,, en fonction de n.

Examivateur Tres silencieux, wiais souriavl, ][ wfa doavé 7ue{a(«e5 indications {orsa(«e [ élais l;(oa{«ée, mais Sentbh(aif confent {orsa(«e Je cortigeais wies erreurs
woi-wémte, Aprés 16 minules, i mia (aissé (e choix entre conlinuer (e premier exercice ou passer au second

Corrigé

cc-INP
Soit F un espace préhilbertien, u une isométrie vectorielle et v = Idg — u.

(a) Montrer que Kerv = (Imv)=*.

(b) Soit z € Imwv. Montrer qu’il existe y € E tel que :

1 1 .
~ (@) =~y - u"(y)
k=0
1 n—1
En dédui = P :
n déduire que nkzou () m(]

(c) Soit p le projecteur orthogonal sur Ker v. Montrer que :

1n71 .
w2 @) o ple)

(d) & des questions sur (es projeclears que je viai pas faifes,
Examivateur gedli(, i donnail des pistes (orsque je bloguais,
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Corrigé

Soit (uy)n une suite de limite nulle.

Mines Télécom

U
(a) Montrer que g —T'Lac" a pour rayon de convergence +oo.
mn.
n=0

(b) Pour (uy,), suite réelle, on note :

+o0 u +oo U n
— n..n — Znn —
f(a:)—z;)n!x et g(x)—z%n!x avec Un_kZOUk
n= n= =

Montrer que :
g'(x) = f'(x) + g(x)

(c) Sans calculer I'intégrale, montrer que :
xT
| e dt = e (o) - f@)
0

(d) (ve autre quesTion que je viai pas fale,
Gavs dofe : On suppose que Y  u, converge, et on note ¢ sa somme. Montrer que e *g(x) — £.

T—>+00
Exantivalear un peu froid qui SorTail parpois dans (e coulir, ({1 peu perTurhan
Corrigé
cc-INP

Soit A € M, (R) et, pour M € M, (R), fa(M) = AM.

(a) Montrer que f4 est un endomorphisme.
(b) Montrer que, si A2 = A, alors fa est un projecteur.

(c) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si f4 est diagonalisable.
Indication : fﬁ = far.

(d) Ecrire une matrice propre de f4 & partir d'un vecteur propre de A.
(e) Ecrire un vecteur propre de A & partir d’une matrice propre de fa.

(f) En déduire que Sp(f4) = Sp(A).

Examinaleur pas Tres bavard, wiais qui pose des quesTions inlermédinires pour fuire avavicer.

32/4' http://psietoile.lamartin.fr 2023"2024


http://einexau.cluster028.hosting.ovh.net/site/math/niveau1_23_etudiant.pdf
http://einexau.cluster028.hosting.ovh.net/site/math/niveau1_14_etudiant.pdf
http://psietoile.lamartin.fr

= *
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Corrigé

On considere :

Mines-Ponts

too g
fl@) = /0 x+ et dt
(a) Montrer que f est définie sur |—a«, af avec o > 0 a déterminer.
(b) Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0.

(c) Calculer ce développement et exprimer f.

Examivateur qui aide bheavcoup €T crée (e diafoque pour aider davis (e raisonmentent,

Corrigé
601.66
Centrale 1
Soit A € RT. \
Soit X une variable aléatoire telle que, pour tout n € N*, P(X =n) = ——.
n(n+1)

(a) Déterminer A.
Déterminer une condition sur o pour que X“ admette une espérance finie et une variance.

(b) Pierre et Marie jouent au jeu suivant : ils tirent un entier n > 0 suivant la loi de X.
Si n pair, Pierre donne n euros a Marie, sinon Marie donne n euros a Pierre.

bl. Déterminer la probabilité que Pierre gagne une partie.

b2. Déterminer I’espérance de gain de Pierre.
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Corrigé

On considere :

Mines-Ponts

—+o00 In 2 2
fay= [T

(a) Trouver le domaine de définition de f.
(b) Montrer que f est dérivable sur ]0, +o00[ et trouver une expression simple de f’(x).

(c) Déterminer f(z).

Corrigé

Centrale 1
Soient n et N deux entiers non nuls. On réalise n lancers de boules dans des cases numérotées de 1 &

N. Les lancers sont indépendants et la probabilité qu’une boule atterrisse dans la case k est de —.

On note T, la variable comptant le nombre de cases non vides au bout de n lancers.

(a) Donner les valeurs prises par T, en fonction de n et de N.

N — 1
(b) Montrer que Vk > 1, P(Tp+1 = k) = %P(Tn =k)+ %

(c) Justifier que T}, admet une espérance finie et la calculer.

P(T, =k —1).

Indication : passer par la fonction génératrice de Ty41

34/4' http://psietoile.lamartin.fr 2023'2024


http://einexau.cluster028.hosting.ovh.net/site/math/niveau2_50_etudiant.pdf
http://einexau.cluster028.hosting.ovh.net/site/math/niveau2_121_etudiant.pdf
http://psietoile.lamartin.fr

= *
S pS| 601. Les exercices a rédiger

Corrigé

On pose, pour z € Ret p € N* :

Mines-Ponts

0 0 x
12 0 a?
Qp(ff) =|: . :
1 (1) : (pfl) P
ORI
(a) Déterminer Qp(x + 1) — Qp(x).
(b) Prouver que Qp(n+1) = (p+1)! Z KP.
k=1

(c) Retrouver la valeur de Z k2.
k=1

Corrigé

Soit o > 0.

(a) Montrer I'existence d’une variable aléatoire X & valeurs dans N telle que

vt e [0,1], Gx(t) =

@2-t°

2
(b) Soit A > 0. Montrer que P(X > XA+ «a) < )\—C;.
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Corrigé

Pour z € ]0, 1], on note :

cc-INP
x2n+lln T 1
o) =y = [,
(a) Montrer que f, est intégrable sur |0, 1[.

(b) Trouver la limite de I,,.

+oo

1 1
(c) Montrer que I, = 1 Z =k

k=n+1
(d) Evcore ute quesTion que je viai pas fale,

Tntervogateur un peu sec, wiais il avec de bonves indicalions, ] demtavde des résu(fals i démonlrer en dehors des quesfions,

Corrigé

Mines-Télécom

Soit (ey1,...,ey) la base canonique de My, 1(R) muni de son produit scalaire usuel, et :
01 --- 1
10 --- 0
A=
10 --- 0

(a) Montrer que A est diagonalisable, sans calcul.

(b) Donner rg(A) et en déduire que 0 est valeur propre de A. Déterminer sans calcul la dimension
et une base de Ey(A).

(c) Donner A% puis Sp(A) en utilisant tr(A) et tr(A?).
(d) Donner une base des sous-espaces propres pour les valeurs propres non nulles.
(e) On pose, pour k € {3,...,n} :

k—1
Ep = Zei — (k—2)€k
=2

Montrer que les € forment une base orthogonale de Eg(A).

(f) En déduire une base orthonormale de vecteurs propres de A.
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601. Les exercices a rédiger

Corrigé

“+oo
On note f(x) = Z ",
n=1

(a) Déterminer le domaine de définition de f.
(b) Déterminer le domaine de dérivabilité de f.

(c) Donner un équivalent en 1~.
Indication : comparaison série-intégrale.

+o0o
On donne eV dy = ﬁ
0 2

cc-INP

Corrigé

n
Soit v = (v1,...,v,) € R™ tel que Zvi = 1. Pour x € R", on note :

i=1

flx)=o— <le> v
i=1

(a) Montrer que f est un endomorphisme de R™.
(b) Pour y € R”, montrer que : y € Im f <— f(y) = v.

(¢c) Montrer que Im f @ Ker f = R"™.
Que peut-on en déduire pour f?

(d) Lexercice se poursuit par des questions sur es élétents propres de f.
Par exemple : Déterminer les éléments propres de f.
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Corrigé

Centrale

Le sujel de cel exercice viest pas corvect, CommtenT est quavilifié 27 Les [ ve sont pus dans V. (ais (es questions sur a (iherTe ef sur [ dintension
soql inléressavites,
On note F I’ensemble des fonctions continues de R dans R et, pour h > 0 :

W = {f € F, /th(t) dt — 2/x+hf(t) dt}

+h T
(a) Montrer que W), est un R-espace vectoriel.

(b) bl. On note f,(t) = cos (%t). Montrer que (f,)nen+ est une famille libre de W,.

b2. En déduire la dimension de Wy,
(c) Existe-t-il des fonctions non bornées dans Wy, 7

(d) Question vion Traifee,

Exantivialear bienveillant, calwte Mn[gré (e fait que je wiefle du Temtps a avavcer, J{ ma posé des quesTions de cours pour finir : Théorente fondamtenta

de (avalyse, dérivée de | ;:}LQ hy (t) dt par rapport sz puis a h,

Corrigé

Soit g wy, une série absolument convergente. On considere (uy,), définie par ug et :

Mines-Ponts

A
Un+1 :1_E+wn

Un

A
(a) Montrer que Z — +1In <un+1) converge absolument.
n Up,

(b) En déduire que la suite (n*u,),, converge.

(c) s
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Corrigé

On se place dans Ma,11(R) et, pour des colonnes X,Y, on note (X,Y) = X'"Y.
On considére A € O2,11(R) et on note f € L(R*T!) I'application canoniquement associée a A.

Centrale

(a) al. Montrer que |det A| = 1.
Monter qu’il existe une valeur propre réelle, \g.
Montrer que )\% =1

a2. Montrer qu’il existe une droite vectorielle stable par f.
Montrer qu’il existe un hyperplan stable par f.

L 3 1 V6
(b) Onnote B=~| 1 3 -6

\v6 6 2

Montrer que B® = I5.

(c) Je fai pas Traifé (a surfe,

Lexaminateur éla Tres préseat, Méme Trop., 1 vie wie (aissail pas (¢ Tentps de réfléchir, ca va coifer cher pour n vole,

Corrigé

Mines-Ponts
Il y a n caisses dans un supermarché. Il y a np clients qui choisissent tous une caisse de manieére
équiprobable et indépendante.
Soit X; le nombre de clients qui choisissent la caisse 1.

(a) Exprimer X; comme somme de variables aléatoires indépendantes. En déduire la loi, 'espérance
et la variance de Xj.

(b) En considérant la variance de Y = X + ...+ X, calculer la covariance de (X;, X;) pour tous
1,7.
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601. Les exercices a rédiger

Corrigé
601.79
cc-INP
Soit n > 2, A, B € M,(R) telles que :
AB—-BA=A
Pour X € M, (R), on pose f(X)=XB — BX.
(a) Montrer que f est un endomorphisme.
(b) Calculer tr(A) et tr(A*) pour k entier naturel.
(c) Montrer que f(A*) = kA*.
(d) En déduire que A est nilpotente.
Lo définilion de wilpolente lait rappe(ée,
Corrigé
601.80
Ensea
Déterminer le rayon de convergence et le domaine de convergence de :
S (s
n=2 1
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Corrigé

Déterminer toutes les matrices de M,,(C) telles que :

Mines-Ponts

M(M —1I,)> =0 et tr(M) =0

Corrigé

Mines-Ponts

Soit f : R — C continue telle qu’il existe M € R, tel que : V(z,y) € R%, |f(z+y) — f(z)— f(y)| < M

(a) Si M =0, montrer qu’il existe « € C tel que Vx € R, f(z) = ax.

f(2")
n
En considérant la série E (Un4+1 — vp), montrer que (v,) converge uniformément sur R vers une

(b) Pour n € N et x € R, on pose v,(x) =

fonction continue g.

(c) Montrer que g est la seule application linéaire telle que la fonction f — g soit bornée sur R.
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