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'Exercices de niveau 1 |

Mines-Télécom

Montrer que I’application qui & M € M, (R) associe sa transposée est une symétrie par rapport a F de direc-
tion G, déterminer F' et GG, ainsi que leurs dimensions.
[examtinalear wi'a demtandé de redémontrer (es dintensions de S, et A,,. [l e mta donné aucune indicalion car je lui ai doné Toufes fes <« honvtes > iées,

Soit E un ev de dimension n > 1, u € L(E) tel qu’il existe p entier tel que u? = 0.

Mines-Télécom

(a) Montrer que, pour tout k, il existe Fy un sous-ev de E tel que : Ker(u*) = Ker(u*~!) @ F},
(b) Montrer par récurrence que Ker(u*) = Fy + -+ + Fj.

(c) Montrer que E=F, @& --- & F),.

On note E;; les matrices formant la base canonique de M, (R).

cc-INP

(a) Rappeler la définition d’un projecteur.
(b) Donner l'ensemble des E;; qui sont matrices d’un projecteur.

(¢) Montrer que toutes les matrices diagonalisables se décomposent comme combinaison linéaire de matrices
de projecteurs.

(d) Montrer que (1 8) et <é (1)) sont des matrices de projecteurs.

(e) Est-ce que toute combinaison linéaire de matrices de projecteurs est diagonalisable ?

Examtivalrice Tres discréfe, qui via pas parlé de (oral. Elle nia rajouté uve quesTion apres (es deux exercices : est~ce que Toul endomtorphisnie de € (pas forcémtent
dingoia(isable) est contbivmaison (inéaire de projecteurs?

cc-INP

1
Soit u € L(E) ot E est un R-espace vectoriel de dimension finie, tel que : u® = g(u2 +u+id)

(a) Montrer que u est bijective.

(b) Montrer que toute puissance de u est combinaison linéaire de (u?,u,id).

(¢) L’endomorphisme u peut-il étre diagonalisable ? non diagonalisable ?
)

(d) Que se passe-t-il si F est un C-espace vectoriel ?

Mines-Télécom

1 -2 0 0
2 2 =2
Onnote: D, =g ¢ . 0
-2
0 0 nn—-1) n
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(a) Donner une relation d’ordre 2 vérifiée par D,,.

(b) Trouver les solutions de cette relation.

[exantivaleur vie parail vraimtedT pas beaucoup,

cc-INP
Soit A € M,,(R). Supposons qu'’il existe k € N* tel que (A + AT)F = 0.
(a) Montrer que A € A, (R).
(b) Montrer que ce n’est pas vrai si A € M,,(C).
611.7
cc-INP
Soit f un endomorphisme de E (R-ev) tel que f3 — f2+ f —idg = 0
f est-il bijectif (E de dimension quelconque) ?
En dimension finie, trouver les f qui vérifient x et qui sont diagonalisables.
611.8
cc-INP
L1 n
Soit X=| : |,y=|: |, A=XYT et B=A—1,.
Tn Yn
(a) Trouver un polynoéme annulateur de A.
(b) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour avoir B inversible.
'Exercices de niveau 2
611.9
Centrale 1

Soit A € M,,(R) non nulle, ou n > 2.

(a) Montrer que rg(A) = 1 si et seulement s'il existe X,Y € M,, 1(R) non nulles telles que A = XY'T.

(b) Soit A= (Sin(i —l—j))

1<i,g<n

bl. Déterminer le rang de A.

T
b2. Montrer qu'il existe C1,Ca, D1, D2 € M,, 1(R) telles que : A = (01 CQ) <g1T>'
2

() e question non Traifée,

[examinaleur élait 57u4parhia(ue el conpirmail wies élapes de raisonemtent en donvavit des indficalions (orsa(ue ceux~ci Wl abouissaienl pas, Lorsa[ue Je vte précisais pas
cerlaives hypotheses (non vu((ité par exentple). i{ demtandnit si cefle hypothese élail vécessaire et e faisait contprendre qu'elle deva éfre cifée,

. Mines-Ponts
Soit A € M,,(R) telle que, pour tout i : |a;;| > Z |aik]-
=

(a) Montrer que A est inversible.
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n

(b) Montrer que les valeurs propres appartiennent aux disques de centre a;; et de rayon Z |aik].
i
[examinalear (nisse faire, vie donvte pas o indicaTion €T voulait que fe pnr{e quavd /"avm’s fini a quesTion,

Soit E un espace vectoriel de dimension n € N*, et u € L(E).

Centrale 1

(a) al. Montrer que Ker(u*) C Ker(u¥*!) pour tout k € N.
a2. Montrer qu’a partir d’un certain rang, dim(Ker(u*)) est constante.

On définit K, = Inf{k € N, dim(Ker u*) = d} ou d est cette constante.

(b) bl. Soit p € N tel que Keru? = Ker uP*!. Montrer que, pour tout k > p, Ker u¥ = Ker u?.
b2. Montrer que K, < n.

b3. Montrer que, pour k € N*, k > K, si et seulement si Imu* et Ker u* sont supplémentaires. Pas sire de
(n derviere quesTion,

Centrale 1
0 b —a
SoitA=|-b 0 c
a —c 0
(a) Montrer que A*> = —aA oll on exprimera « en fonction de a, b, c. Exprimer les puissances de A en fonction

de a.

n
1 .
(b) On note S,, = Z HAk' Montrer que (Sy), tend vers une limite S, et déterminer X et u réels tels que :
k=0

Soo = I3 + NA + pA?
Exantivalear vie dlisail pas un wiol i part qu'i( e faudfrail pas faire de caleu( quand fai fait une erveur sur A3 et que [avais oit g o avail Sirentent ute erveur de

caleu. fe (ui ai proposé plusieurs méthodes envisageable pour voir 5l o at avail une qui (ui plaisail pour vie pas calculer A3, wais i ia vien it done i calculé béement
ar cafeufer 4 (X) vie ponclionvail pas i coup s,

Soit E I’ensemble des fonctions polynomiales réelles.

Centrale 1

1 x
(a) Montrer que, pour P € E, il existe un unique @ € F tel que : Vo € R\ {1}, Q(x) = 71/ P(t)dt.
L= 1
(b) On note f lapplication qui, & P € E associe @ € E défini ci-dessus. Montrer que f est un automorphisme.
(c) Donner les valeurs propres de f~1.

Examtivalear Tres sqmpa, qui orienlail ef donviail des indcalions wiais affendait des wofs ef jusfipications inqporTaniles. ;Jai réussi i bien cervier (exercice des (e départ et
donic [ai pu éfre assez effiace, [ diseussion élait fluide dove [oraf plTit agréable,

Soit N la norme définie sur M,,(R) par N(A) = Max |a; ;|.
i

Centrale

On pose T = <a

b) avec a, b, ¢ réels.
0 c

2023-2024 http://psietoile. lanartin. fr 3/4


http://psietoile.lamartin.fr

2024

*
pS| 6Il. Préparation 2 I'oral - Algebre (sans réduction)

(a) Montrer qu’il existe o > 0/ VA, B € M, (R), N(AB) < aN(A)N(B).
(b) Calculer pour tout k entier 7.

n_ ik
(¢) Montrer que la suite de terme général M, = Z <7 converge et calculer sa limite.
k=0

Soit A, B dans M,,(K). On pose 94 : M € M, (K) — AM et pp : M € M,(K) — MB.
A quelle condition a-t-on 4 = g7

Soit A, B dans M, (R) et M = (

Soit E un R-espace vectoriel normé, et u € L(E) tel que, pour tout « € E, ||u(z)| < ||z

1 n
1 Zuk et on note F' = Ker(u — id) et G = Im(u — id). On suppose que E = F @ G et on
n
k=0

désigne par p la projection sur F' de direction G.

Mines-Ponts

Mines-Ponts

A B v
B A)' Montrer que det(M) € RT.

Centrale

On pose : p, =

(a) Montrer que, pour tout z € E, lim p,(z) = p(x).
n—-+o0o

(b) Montrer que p est continue et que G est une partie fermée de E.

Mines-Ponts

Soit F un espace vectoriel de dimension finie, et u € L£(F) nilpotent. Soit S un sous-espace vectoriel de E tel
{S est stable par u
que :

Montrer que S = F.
E=S+Imu

Mines-Ponts

0 I.
0 0
Montrer que, pour tout r € [1,n — 1], il existe p € N tel que K? = 0,,.

(b) Soit f : M,(R) — R non constante telle que : VA, B € M, (R), f(AB) = f(A)f(B).
Pour A € M, (R), montrer que f(A) = 0 si et seulement si A n’est pas inversible.

(a) On pose Ky =0, € M,(R) et K, = € M, (R) pour tout r € [1,n — 1].

'Exercices de niveau 3 |

Soit a réel et M = (

X
1 a

0 1). Soit R € R[X] et Q@ = R? + 1. Existe-t-il A € M(C) telle que M = Q(A)?

Exercices de la banque CCP MP

On peut travailler les exercices : 59 60 61 64 65 87 90 93
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