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'Exercices de niveau 1

cc-INP
A A

Soit A, B € M, (R), P € R[X] et M définie par blocs : M = <0 A> € M2, (R)

Montrer que, si A est semblable & B, alors P(A) est semblable & P(B).
Calculer M*.

Exprimer P(M) en fonction de P(A), A et P'(A).

En déduire que, si M est diagonalisable, A 'est aussi.

Etudier la réciproque lorsque A est inversible.

Montrer que, si A n’est pas inversible et M diagonalisable, alors A est nulle.

Cxantinalrice 5:1Mpum:'a,ue,

cc-INP

(a) Enoncer le théoréme de Cayley-Hamilton.

(b) Soit A, B,C € M,(C) avec C # 0 et telles que AC' = CB.

bl.
b2.
b3.

Montrer que, pour tout k € N, A*C = CB*.
En déduire que, pour tout P € C[X], P(A)C = CP(B).

Montrer que le produit de deux matrices est inversible si et seulement si chaque matrice est inversible,
en déduire que A et B ont une valeur propre commune.

(¢) La réciproque est-elle vraie ? C'est-a-dire que si A et B ont une valeur propre en commun, existe-t-il une
matrice C' # 0 telle que AC = CB.

cc-INP

Soit @, b non nuls et, pour M € M, (R) : u(M) =aM +bM "

(a
(b

Montrer que u est un endomorphisme.

Chercher un polynéme annulateur de u de degré 2.

(¢) Est-ce que u est diagonalisable ? En donner les éléments propres.

)
)
)
)

(d) Que valent trace et déterminant de u ?

cc-INP

Soit A € M, (R) fixée. On note fa : M — AM.

(a) Montrer que f4 est un endomorphisme de M., (R).
(

b) Montrer que, si A2 = A, alors f4 est un projecteur.

(¢) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si f4 est diagonalisable.

)
)
)
)

(d) Exhiber une matrice propre de f4 & partir d’un vecteur propre de A.
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(e) Exhiber un vecteur propre de A & partir d’une matrice propre de A.

(f) Montrer que Sp(A) = Sp(fa)-
(g) Montrer que A est inversible si et seulement si f4 est bijective.

Examtivaleur pofi, mais wiavique f{nqmvlT de chafeur humaive,

Soit A € M,(C) et B = (‘3 ‘3) € My, (C).

(a) Donner le rang de B en fonction de celui de A.

(b) Montrer que, pour tout P € C[X] : P(B) = (P(OA) PE)A)) + P(0) <

(c) Montre que, si B est diagonalisable, alors A est diagonalisable.

(d) Que penser de la réciproque ?

1 4 2
SoitA=|0 -3 -2
0 4 3

(a) Est-ce que A est diagonalisable ?

lim —_—.
n—-+oo k!
k=0

(b) Trouver

On consideére :

(E)

d’inconnue Y (t) = (58) et o A(t) = (2(21_—tt)

(a) Trouver les vecteurs propres de A(t).

L Y'(t) = AD)Y (#)
t—1
2t — 1)'

(b) En déduire qu’il existe P inversible telle que P~ A(t)P soit diagonale.
(¢) Résoudre E.

Soit E un espace vectoriel, s € L(E) une symétrie. Pour u € L(FE), on note :

(uos+sou)

N —

plu) =
(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de £(E).
(b) Calculer ¢3(u). En déduire un polynéme annulateur de ¢.
(c) Est-ce que ¢ est diagonalisable ?
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Exaninateur sympathique qui (nisse dévouler (exercice sans Trop poser de quefsion e donvte des indices i hesoin,

cc-INP
Soit u € L(E) ou E est un C-espace vectoriel.
(a) Montrer que u diagonalisable = u? diagonalisable.
(b) Montrer que u? diagonalisable #= wu diagonalisable en utilisant un contrexemple.
(c) Montrer que Ker(u? —id) = Ker(u + id) @ Ker(u — id).
(d) Montrer que, si u est bijectif, u? diagonalisable = wu diagonalisable.
L’ex«MMaTéur élail coof, af(évmf el posait pas wia( de questions,
612.10
cc-INP
g - ) ; " 9(0) = f(0)
oit £ =C([0,4+[) et T : f € E > g telle que 1 [®
Vo> 0, o) = T()le) =, [ S
0

(a) Montrer que T est linéaire.
(b) Montrer que T'(f) est C! sur |0, +o0[ et que Vz > 0, 2T(f)'(x) + T(f)(x) = f(z).

(¢) cl. Montrer que T'(f) est continue en 0. En déduire que T est un endomorphisme de E.

c2. En déduire que 0 n’est pas valeur propre de T.

(d) Soit A une valeur propre de T, de vecteur propre associé f : montrer que f est solution d’une équation
différentielle du ler ordre que ’on déterminera.

(e) Déterminer les valeurs propres de T'.

cc-INP

Soit A € M,,(R), non nulle; soit ¢ : M € M, (R) — tr (M)A — M. (On admet que c’est un endomorphisme)
Soit P = X2+ (2 —tr(4)X + (1 —tr(4)).

(a) Montrer que P est annulateur de .
(b) ¢ est-il diagonalisable ?

(c) Déterminer les valeurs propres de ¢.

Etude des solutions de Péquation M? + M = A dans My (R) avec A = (g ilv,)

cc-INP

(a) Donner les solutions dans R de 22 +x — 6 =0 et 22 + 2 —2 = 0.
(b) Donner les valeurs propres et les vecteurs propres de A. Est-elle diagonalisable ?
Dans la suite, M est solution de M2 + M = A.

(¢) cl. Montrer que si X est vecteur propre de M, alors X est vecteur propre de A et Sp(M) C {—3,—-2,2,1}.

¢2. Montrer que A et M commutent. En déduire que X est vecteur propre = X vecteur propre de
M.

(d) Montrer (par ’absurde) que M a deux valeurs propres simples.
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(e) Conclure (quelles sont les solutions de M2 + M = A)?

Soit A une matrice réelle antisymétrique.

IMT

(a) Montrer que si A est valeur propre, alors A = 0.

(b) Montrer que I,, + A est inversible.

'Exercices de niveau 2

Soit a € Ket fo : M T 4+ aM, définie sur M,, (K).

Centrale

(a) fo est-elle diagonalisable ?
(b) Pour quelles valeurs de « f,, est-elle diagonalisable ?

(¢) Déterminer les éléments propres de f,.

Mines
. . . 1 si ‘Z — j| =1
Soit A = (a;;):; la matrice définie par a;; = 0 )
sinon

Pour a € R, calculer det(A — 2 cosal,). En déduire les valeurs propres de A.

Soit A € M3(R) que I'on suppose diagonalisable dans Ms(C). On définit (E,(t))nen en posant :

Bt =Y "
k=0

(a) Montrer que la suite (E,(t)),, converge vers une matrice E(t) € Mz (R).

Centrale 1

k
Ak
|

o

(b) Caractériser ’endomorphisme représenté par E(t) lorsque A = (_01 é)
() e daulres quesfions..

(d) (e a[uesﬁm posée par (examtivaleur :
Que peut-on dire pour deux matrices/endomorphismes qui commutent ? Le démontrer.

Examtivalear Tres sympalhique ef jovial, qui quide si besoin wiais (aisse faire, Condilions o oral Trés particu(ieres : avec les forles chaleurs qui réquaient, jai pris ane
insofafion e fai ofonc comtnte qui ofirait rendu mion déjewvter au beau wiilieu de (ora]. [examinatear 5est wonlvé Trés contpréhensif el rassurat, ef i (nissé (e choix de
confinuer (oral ou von, gJai choisi de confinuer car (ora se dévoulail pldTol bien & wion godf, je Wi pas voulu risquer de Towther sur un sujel plus déstabilisant en cas de
report, flprés cefle miésaventure, jai réussi a bien confiruer, ce qui a eu (air de plaive i (exantinateur,

On considére f I'endomorphisme de R? représenté par :

Mines-Ponts

dans la base B.
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(a) Préciser ses valeurs propres. A est-elle diagonalisable ?

(b) On note u un vecteur propre associé a la plus grande valeur propre, v associé a 'autre valeur propre et k
de coordonnées (0,0, 1) dans la base 5.
Montrer que :

2 0 0
B= Matgl(f) =10 1 «
0 0 1
ou B’ = (u,v, k) et o est & préciser.
(¢) Pour n € N, déterminer B™ et en déduire A™.
(d) Question boes Que dire de dim Vect (I3, A, A2, A3,...)?
Exantinateur vieutre, qui partait i plusieurs reprises el aidail peu,
612.18
Centrale
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie et uw € L(E). Pour A € C*, on note a;(A), i € {1,...,n} les
n racines n-itmes de A. On note L;(X), i € {1,...,n} les polynémes interpolateurs de Lagrange associés aux

(a) Montrer que u diagonalisable implique u™ diagonalisable. Que penser de la réciproque ?

(b) Montrer que Z L; = 1. En déduire que Ker(u™ — Aidg) = @Ker(u —a;(N)idg).
i=1

=1

(c) Montrer que, si u est inversible, alors ™ diagonalisable implique u diagonalisable.

Soit A = (a;;) € Mu(R) telle que a;; = 1 si i+ j est pair, a;; = 2 sinon.

Mines-Ponts

(a) Trouver les éléments propres de A.

(b) Résoudre X2 +2X = A dans My(R).

Centrale

(a) Montrer que deux endomorphismes diagonalisables qui commutent sont co-diagonalisables.
(b) Soit A, B € M3(K). On considére les affirmations :

(i) A et B sont diagonalisables et commutent ;
(73) A+ AB est diagonalisable pour tout A € K.

Montrer que (i) = (i), que la réciproque est fausse sur R, vraie sur C.

Soit M € M,(C) et p > 2 tel que M admet Aq,..., A, valeurs propres distinctes. On suppose :

Centrale

Vie[2,p]; Xl <Ml ()
Pour k € N tel que tr(M*) # 0, on définit :

(ML
t(M) = tt(r](W]\/[k))
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(a) Montrer que (t) est définie & partir d’un certain rang et converge.

(b) Montrer que, si (%) n’est pas vérifiée, ce n’est pas toujours vrai.

1 0 0
(c) Soit A=1-2 3 1
4 -4 -1

cl. Montrer que A est semblable & B =

S O =
o = O
i)

Ak
c¢2. Déterminer la limite de T

Exaninateur pluTit sympothique qui i dentanidé de faire uvie mélhode < bourrin > pour (a quesTion 3a pluT3t qu'une avialyse/sqnthese. (est un exercice qui reste assez
(lassique.

'Exercices de niveau 3

X
Soit E = C°(]0,1],R) et ® I'endomorphisme de E défini par :
1
VfeE, ®(f) : x»—>/ Min{z, ¢} f(t)d¢
0
Déterminer les éléments propres de ®.
612.23
X

Soit A € M,,(C) telle que tr A™ —+> 0. Montrer que les valeurs propres de A sont de module strictement
m——+00

inférieur a 1.

Exercices de la banque CCP MP

On peut travailler les exercices : 63 67 68 69 70 71 72 73 74 75 83 88 91
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