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'Exercices de niveau 1

+oo
Soit f(z) = g anz" une série entiere de rayon infini.
n=0

(a) Montrer que :
1 2

2T 0

f(re)e ™ dt = Zr
(b) ve aufre quesTion vion Traitée,

On considere
(E) : 4zy" +2¢y —y=0

—+00

Mines-Télécom

Mines-Télécom

(a) al. Déterminer les solutions développables en série entiére : y(z Z a,z", et montrer que,

n=0
pour tout n € N :

(2n + 1)T(L2n +2)

a2. Exprimer ces solutions a 'aide des fonctions usuelles.

(n41 =

(b) On souhaite résoudre (E) sur |0, +oo.

bl. Que peut-on dire de I'ensemble des solutions ?

b2. Résoudre (F) en posant x = 2.

1)=0
b3. Résoudre le probleme de Cauchy avec {y/( )

y'(1)=2

i réussi mes deux exos sans indication, [ inferrogatear élait un wionsieur Trés sqnipa, avenantl, (écoufe et Tres affentip @ Tou ce qee je disais, Jai ex

20/20, donc ga S'est plaTit bien passé !

cc-INP
On cherche a résoudre 1’équation différentielle :
(1 —a)y" —z(l+a)y' +y=0 (H)
+oo
On cherche les solutions développables en séries entiéres sous la forme f(z Z a,z" et on note r
n=0
le rayon de convergence.
(a) Montrer que f est de classe C2 et donner f' et f”.
(b) Déterminer (by,), telle que :
(1 =) f"(x) — (1 + 2) f'(x) + —a0+Zb — ap—1)a"
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(c) Déterminer une relation de récurrence satisfaite par (ap)n.

(d) @uestion von Traifée,
O pedt demmander : Expliciter les solutions de (H) qui sont développables en série entiere et préciser
le rayon de convergence.
Résoudre (H) par la méthode de Lagrange.

On définit :

Mines-Télécom

n 1 +oo
H, = % et f(z) = ZHnaf”
k=1 n=1

(a) Déterminer un équivalent de H,,. En déduire le rayon de convergence de f, noté R.

(b) Pour z € |-R, R[, déterminer f(x).

cc-INP
Soit Vn > 1, a, = ch(n).
n
(a) Déterminer le rayon de convergence de Z anz".
(b) Calculer sa somme.
623.6
cc-INP
- 2TL
(a) Etude de la convergence simple de (f,), ou f, : = +— H—T;E”ﬂ
1
(b) Etude de la convergence uniforme en s’aidant de / fn(x)dz.
0
623.7
CC-INP

Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de :

Z n(—D" g

n=1

'Exercices de niveau 2

On définit, pour n € N :

Mines-Ponts

1
1
Un = / ) gy
o 1+t
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(a) Montrer que (uy), est bien définie. Préciser ses variations et sa limite pour n — +o0.

(b) Calculer uy4+1 + uy,. En déduire un équivalent de w,.

+o0
(c) On note S(z) = Z upx". Déterminer le rayon de convergence et le domaine de définition de S.
n=0

Exanivateur sympathique qui donne quelques indices (orsqu'on bloque.

Mines-Ponts
+oo 3n

Soit f(x) = Z (gn)

Domaine de deﬁnltlon de f et expression de f(x).

) Mines-Ponts

(a+1)(a+2)...(a+n)

Soita>1letVn=>1, a, =

(a) Trouver le rayon de convergence de Z apx™. On pose f(x Z anpx"

n>1

(b) Montrer que f(x) e INa+1)a~

Mines-Ponts et Centrale
Pour n > 1, on note D,, le nombre de permutations de [1,n] sans point fixe et on convient que Dy = 1.
On note :

+oo
Dy
n=0

et R le rayon de convergence de cette série entiere.
" /n
(a) Montrer que, pour tout n € N : nl = Z (k:) Dy,.

(b) Montrer que R > 1
(c) Calculer e*S(x) puis déterminer D,,.

(d) Trouver un équivalent de D,,.

On note f(x Z tan < >

(a) Calculer le rayon de convergence R de la série entiére, puis étudier la convergence en +R.

Mines-Ponts

(b) Déterminer la limite en 1 de (1 — z) f(x).
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On pose :

Mines-Ponts

+o0 +oo
f(z) = Zln(n)x” et g(x) = Z In <1 — i) "
n=2 n=2

(a) Déterminer les rayons de convergence Ry et R,.
(b) Montrer que g est définie et continue sur [—1, 1].

)
)

(¢) Trouver une relation entre (1 — z)f(x) et g(x) sur |—1,1].

(d) Montrer que f peut-étre prolongée par continuité en une fonction continue sur [—1, 1].
)

(e) Trouver un équivalent de g et f en 1.

75 min de préparalion pour 25 win de passage, puis 20 min Sur exercice sais préparalion, Exaninatear extrémemtent bienveillan, i meflait en confiance,

Centrale
Soit Y a, une série convergente de somme S. On suppose S # 0 et on note (S,), la suite de ses
sommes partielles.

(a) Déterminer le rayon de convergence des séries entieres :

400 a +oo S
F) =3 Dt et ga) = Y rar
n=0 n=0

(b) Montrer que f' =g¢' —g.

(¢) En déduire que :

/0 " fwe du = (g(x) — f(x))e

+o0
(d) Calculer/ f(u)e™ du.
0

Exercices de la banque CCP MP

On peut travailler les exercices : 2 20 21 22 23 24 51
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