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'Exercices de niveau 1
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(a) Montrer que ¢ est bien définie.

On définit, pour z € R : ¢(x) =

Mines-Télécom

(b) Montrer que ¢ est de classe C* et que : ¢'(x) = ¢(z) (gp(a:) - x)

(c) Montrer une égalité « compliquée » qui s’obtient immédiatement (fai oub(ié (expression wtais ¢ &lail polyrontiaf).
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1
1
On note, pour n,p € N* : I, , = / In(z)" 2P dz et f(x) = — pour x € Dy.
0 X

(a) Montrer que Iy, existe.

n

(b) Montrer que, pour n > 1letp>0:1I,), = _?I’n—l,p
p

(c) Montrer que f est intégrable sur ]0, 1].

1 +oo 1
(d) Montrer que : / flx)dx = v
0 n=1

teo e
On s’intéresse a : f : = |—>/ "
0o tT(l+1)
(a) Déterminer Dy.
(b) Etudier la continuité de f.
(c) Montrer que f(z) = f(1 —x).
)

(d) Déterminer un équivalent en 0.

w/2
On pose Vn € N*, u, = / cos” (t)dt.
0

(a) Pour tout t € [0,7/2], déterminer lim cos™(t).

n—-+00

(b) bl. Montrer que (u,) converge vers 0.

b2. Via une intégration par parties, montrer que Vn, uyo =
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b3. Montrer que Vn, ua,+1 # 0 et trouver le rayon de convergence de Z Ugpp1 2L

+o00
On pose g(z) = Z Uan122" ! lorsque ca existe.

n=0

(c) Montrer que g est solution d’une équation différentielle.

(d) Donner I’expression de g(x).

cc-INP

y
(a) Montrer que Yz € R, 3ly € R/ / eldt = 1.
x

x
(b) bl. Montrer qu’il existe F' C' sur R telle que Vo, F(x) = / e’ dt.
0
Montrer que I est strictement croissante.

b2. Montrer que F' est impaire et que Vo > 0, F(x) > z.
Montrer que F(x) —— +00.
T—r+00

(c) Montrer que F' réalise une bijection de R dans R.

y
Montrer que Vx € R, 3ly € R/ / e dt = 1.
X

(d) On pose Vz, g(x) = F~(1 + F(x)). Montrer que g est C! sur R.

(e) Montrer que Vx >0, F(z) <1+ F(z) < F (1‘ + e_xQ)
En déduire que le graphe de g admet comme asymptote la droite y = x en +o0.

(f) 7

cc-INP

Soit Vn € N*, H, = Z
k=1

| =

(a) Montrer que (Hy) est croissante. Que vaut lim H,,?
n—+oo
1
1—(1—w)®
Soit F' @ x »—>/ Mdu.
0 u

(b) Montrer que F' est bien définie sur RT. Montrer que F est croissante.

(c) Calculer, pour tout z > 0, F(z+1) — F(x). En déduire '’expression de F'(n) en fonction de H,.

lt:p

(d) Montrer que, Vo > 0, In(z +1) = /o In(t)

(e) Montrer que F(z) ~ In(x+1).
+o0

2/4 http://psietoile.lamartin.fr 2023-2024


http://psietoile.lamartin.fr

= »*
§ pS| 624. Préparation a I'oral -- Intégration

2 | Exercices de niveau 2 |

Mines-Ponts
On définit f : [-1,+o0] — R

3 2
T / In (1 + 2 cos®(t)) dt
0

Justifier le domaine de définition.

(a)
(b) Montrer que f est de classe C! sur |—1, +o0l.
(c)

)

(d) Calculer f'(x) en posant u = tan(t).

s

(e) En déduire /2 In (sin(t)) dt.
0

(f) f est-elle dérivable en —17

Montrer que f est continue en —1.

Exercice Trés caleulatoive, pendail n préparation avais (es honnes pistes wiais je e pensais pas qu'e(les abouTissaient vus (es caleufs, Mais ¢ Efail pourTavit
cefa,

Mines-Ponts

jus
2

(a) Soit ¢ une fonction C' sur [0, 3]. Montrer que : / @(t)sin ((2n +1)t) dt —— 0

0 n—-+oo

(b) Pour n € N, on note :
- /g sin ((Zn + 1)t) &t g, — /’2’ sin ((2n + 1)t) df ot T — /+oo sin t »
0 Sln(t) 0 t 0 t

Montrer I'existence de ces intégrales.
(c) Calculer I,, — I,,_;. En déduire la valeur de I,,.
(d) En déduire que I = g

(Le «en déduive > fpail Trés wa(1)

J €tais (e derviier & passer, ef ga se seqtail, Exawtinaleur cawte ef dfiscrel, qui dome quelques indfications (orsque je blogquais wiais qui ressenthlaient plus
des pistes qu'a des élémtents de sofdfion,

Mines-Ponts
sin(t)

o dt.

+00
Pour x > 0, on note p(z) = /
(a) Montrer que ¢ est bien gcgléﬁnie.
(b) Montrer que ¢ est de classe C!.
(¢) Montrer qu’au voisinage de 0, ¢(z) = O(In(z)).
)

(d) Montrer que ¢ est intégrable sur ]0, +ool.
+00
(e) Calculer / o(z)de.
0
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+00 o3

sint

Remarque On donne/ —1? dt:g.
0

Exantivalear sqnipa qui valie souvent ce quon éertl,

. Mines-Ponts
Pour p,q € N et > 0, on note : I, = / tpz(ln(t))th
0

(a) Montrer que I, existe et la calculer.

1 +oo P
(b) On note f(x) = / t" dt. Montrer que : f(z) = Z ( (1)

0 = (nz + 1)ntl

Je Aai pas éfé Trés efficace miais Jai su dire (es pointls vraintent imqporTanls du cours,

Mines-Ponts
cos(nt)

(cost)™

Pour z € [0, 5[, on note I, (z) = /0
(a) Etablir une relation entre I,,(z) et I,,_;(x).

(b) Montrer que, pour tout n > 2 : —= =

—+00 .
sin(kx
(¢c) Montrer qu’il existe un intervalle I tel que, pour tout x € I, x = g (7%
P k(2 cosx)

) Mines-Ponts
Pour a > 0, on pose I(a) = / In(¢) In(1 — %) dt.
0

(a) Etudier Pexistence de I(c).

(b) Ecrire I(a) sous la forme d’une somme de série.

(c) Déterminer limite et équivalent simple de I(«) pour a@ — +o0.

Mines-Ponts

T () —a
Soit f : R — R continue et 2m-périodique. Montrer qu’il existe un unique réel a tel que / f()t dt
converge. 1

Exercices de la banque CCP MP

On peut travailler les exercices : 25 26 28 29 30 49 50 56
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